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1. INTRODUZIONE

Come scritto (1) in una precedente nota interna
gli efretti di carica spaziale in Acone hanno influenza
essenzialmente sulle osc111a21on_ verTlcaT: di betatrone,_
Infattl le dimensicni rad:all del faccwo sono dl c1rca 3

ndﬂll di qraudc7za superiori a cue11e vertloall e‘ gli
¢Dos tamenti PTOVOLdtl dalle ‘forze elertromagnetlche di in
tera21one sono dello stesso ordine di grandezz sia in
senso verthaLe che’ orlzzontale. Di conseguenza tali spo
stamenti.risultano.determinanti in senso verticale e tra
scurabill in senso radlaleu'

v ~_ Studieremo quﬂpdl gll effettl ai carlca spaz1a~
le soltanto Sulle OSCLLJa210n1 vert1ca11 di betatrone. Fa

remo ancora le seguenti app“0351ma21on1

4) I calcoli sono eseguiti per unitd di lunghezza radia-

le come se il fascio fosse infinitamente largo ed uni



forme radialmente,
2) Le dimensioni dei fasci lungo l'ascissa curvilinea del
la macchina sono piccole in confronto alla lunghezza

d'onda'delle oscillazioni verticali di Dbetatrone. Ne

consegue che l'effetto delle forze elettromagnetiche
di un Pascio su ogni particella dell'altro pud schema
tizzarsi con una discontinuitd angolare. E' questa la

cosiddetta approssimazione di lente sottile.

Prima di addentrarci nei risultati dei calcoli
diamo un breve cenno di teorla delle macchine accelera-~
trici, quanto baata per una plu ‘facile compren31one di
 ci5 che e scrltto in seguito.

I1 moto verticale delle particelle e caratteriz
zato da due parametri z(s) e z'(s) ove il primo e la quo
ta rispetto al piano m. 3iano della macchina e il secondo
& la derivata del primo rispetto all'ascisse curvilinea
presa lungo una curva di riferimento intrinseca alla strut
tura-della macchina., “ |

Dalla teoria 1ineafe risulta che rappresentando
z(s). e Z'(s) sotto forma di uﬂ vettore (2|} i due vetto-
ri relativi 'a due ascisse Eﬁfﬁilinée sq e sp sono legati

tra loro da una relazione &el tipo;
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ove a destra s'intende di eseguire il prodotto righe per
colonne. La matrice & indipéhdente‘dal_vettore iniziale
~ed acquista un'significafo.preciSO quéndo sq e sp coinci
dono (dopo un giro di macchina) oppuré.éono a distanza
dl un perlodo strutturdle di macchina. In tal CaSO}ALV,

e of hanno il seguente- 31gn1f1cato.'
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- +.& indipendente dall'ascissa curvilinea inizia
le -e rappresenta l'angolo di coscillazione di betatrone in
un giro di macchina o in.un perisdo,_In seguitqvcon}g ci
ci riferiremo sempre alltangolo relativo a un periodo de
finito tra due zone successive di incrocio dei fasciy il
~periodo, cosi definito, pud comprendere uno o pil periow
di di struttura di macchina, e quindi il 4, pud essere”ag
che maggicre di #, senza che si abbia instabilitd nel
senso convenzionale.

y?ﬁ?) e proporZIOHale all‘1nv1luppo delle oscil
lazion;vpunto per punto.
X (s) & proporzionale a é“(s) & in particola~
re nulio nei punti dl,mmax e;’mln'
In assenza di interazione le dlmenslonl vertica
1i del fascio di particelle sono determinate da due feno
meni contrastantlz,ll‘damplng, che tende ad:annullare le

dimensioni del fascio, lo scattering e 1le fluttuazioni

. di radiazione che 11 contrario ‘tendono ad allargarlo,

- Alle bassissime pressioni, dell'owdlne 10~ 9 ~_}O”1O mm
. lo scattering diventa trascurabile in confronto alle

fluttuazioni di radiazione.

‘2, RISULTATI DEI CALCOLI

_Tramite un programma in Fortran adatto al calco
latore IBM 7090 & possibile seguire l'evoluzione del mo~
‘to verticale di molte particelle contemporancamente e
calcolare esattamente l'interazione ad ogni dncrocio cosi
‘come & determinata dalla posizione delle particelle. Sa—
rebbe desiderabile sequire un numerc grandissimo di par-—
ticelle. Per ragioni di capacita di memoria e di veloci~
td di esecuzione dei calcoli cid & impossibile. In prati

ca il calcolo & stato eseguito fissando un numero di par
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ticelle fittizie eguali a 1000 per ogni féScio; Ad ognu~
na di queste‘particelle fittizie & stata attribuita wuna
massa ed una carica talil da_conéervare il rappbrto tra

carica e massa e conseguire égualménte i 1imiti di cor—
rénte volutie Il damping & simulato rendéndovil‘determi#
nante della métriCe di macchina leggefmenté minore di 1
L'effetto dello scattering e delle fluttuazioni di radia
zione & invece simulato tramite un sottoprogramma in lin
guaggio base che addiziona a caso alla gz delle singole
particelle una quantita fissa in pid o meno, in punti

della macchina pure essi scelti a caso. Il calcolo pud

simulare una macchina che funzionivin 12 e 22 armonica a
scelta. Ricordiamo che 1'ordine dell'érmonica si pud de~
finire come il numero X di periodi di radiofrequenza che
entrano’ in un periodo T di rotazione di macchina., Ad o-
gnuno di questi periodi di radiofréquenza & associato un
pacchetto di- elettroni e uno di positroni . Se X & 1'army
nicadi ldvoro ci sono dunque X pacchetti di elettroni e
X pacchetti di positroni,‘equidiétaﬂti tra loro, distri~
buiti lungo la circonferenza della‘macéhina. Supponiam@

che ad un certo istante i X pacchetti di elettroni siano
sovrapposti ai corrispondenti X pacclettl di positroni,

I K punti di sovrapp03121one sono altrettantl puntl d'in
_ﬂcroc1o,!Succe351vameﬂte 1'angolo di macchlna-%g—che sepa
ra due Dacchett¢ cle si vanno 1ncontro & percorso.- con .ve
loc1ta angolare doppla di quella d'ogni particella. Quin
TK hanno luogo altri K incroci

2
1ntermed1 a; precedentl. In tutto si hanno 2K punti di

di dopo un tempo Darl A o

- incrocio. In uno di questi & posta la radiofrequenza. In
un periodo di macchina in ogni punto d'incrocio avvengo- -
no X incroci, | '

In pratica cid che interessa (2) & la luminosi~



ta definita come:

R _
. . ) f RN oy - »
(2) .L=EJﬁ&)ﬁ&)u&

ove £ & la frequenza di rotazione
K & 1l'armonica di lavoro
£+ ¢ £~ sono le densita di particelle circolanti ri-
dotte a sola funzione di Z.
I calcoli sono stati eseguiti nelle ipotesi §% =
d5fa. P
= f. (qualChevha [ # P); o = 0; X = 1 (un caso ha X = 2),
I risultati sono riportati in fig. 1 ove in a-
scissa & riportata la corrente, in ordinata la luminosi-
td ed accanto ad ogni punto il valore di 4.
T punati della fig.” 1 e 2 che sara richiamata

pill Sotto sono caleolati per i seguenti parametri di mac

china:
jg: g“fﬂaﬁb '{’ z
X = o ft £x 70 sec™!
W= Sl &= 7860
-&Zy -

I simboli ancora non noti scno:

I corrente totale delle particelle di un segno

-<z> semialtezza equivalente di una distribuzione.rettan-

~golare a densita uniforme e pari alla massima

W semilarghezza equivalente definita in modo analogo al
la z° - ' .

g’ rapporto tra energia delle particelle e energia di ri
poso. : A

Sia{zyche W si riferiscono alle dimensioni ver—
ticali e radiali raggiunte a regime,da un solo fascio cir
colante; per la loro determinazione vedere, ad- esempio,

in (3).
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I calcolil eseguiti per una data macchina sono u
tilizzabili per un'dltra macchina di caratteristiche di-
verse attraverso fattori di sgala. Si passa da una mac-

china ad un'altra tramite le relazioni: RS

(3) | ' I+ = t

Y
1
i

(4) L

-

ove gll 1nd1¢1 T e 2 si rlferlscono alle due macchine.
Per il legame t%a le grandeaze fl:lche e i para
metri del programma di calcolo Vcdere ltappendice A.

‘ La flg. 17 mostra una forte dlpendenza della lu~
m1n051ta dalla corrente dei fasci e dall'angolo A.dl o—
scillazione verticale di betatrone tra un' 1ntera21one‘ e
un'altra. La linea retta, che in scala lineare & una pa-
rabola, rappresenta quale sarebbe la luminositd se al
crescere della corrente dei due fasci la distribuzione
spaziale non risentisse degli effetti di carica spaziale

Consideriamo i punti di eguale 4 cioé& la funzio
ne L(Itﬁ = cost). Per correnti deboli;zin alcuni casi la
luminosita & superiore al valore che si avrebbe senza in
terazione, poi discende in ogni caso al di sotto della
retta COﬂtlﬂUanGO a Crescere con potenza inferiore a I2
e 1nf1ne tende a zero, Luminosita nulla 31gn1£1ca che 1
fasci per effetto dell'lntera21one si separano totalmen~
te. | | o e |

Consideriamo ora 1‘punt1 di eguale I, cioe 1la
funzione L(I = cost,jk)n Come funzione del solo/& la lu—
minositad risulta periodica con periodo'zl'La'fanione
Lgﬁ)'ha inoltre una discontinuita pex‘/ﬁééﬁf;'Perﬂﬁk ai
poco inferiore a # la luminosita & molto bassa.'Pérf& di

poco superiore a 7 la luminositd & molto alta.
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A rappreseintare gli effetti di deformazione dei
fasci dovuti'all'interazione € pit indicativa la fig. 2
che rappresenta in funzione della corrente il rapporto
tra la’lumihosité'effettiva e quella che si avrebbe sen
za interaZione, qualora cicé le dimensioni dei due’ fasci
restassero‘uguali”é quelle raggiunte a regime da un solo
fascio circolante, e le due distribuzioni di carica fos-

‘sero esattamente sovrapposte.

3. INTERPRETAZIONE DEI RISULTATI

I risultati dedi éaléoli si accdrdano abbastanza
bene con la seguente interpretazione.

Supponiamo di avere uh fascio di particelle che
viaggi in pn‘senso‘é una sola particella che viaggi 1in
senso contrario in prossimita del piano mediano di mac—
china. Quest'ultima non vede soifahto ii Campo magnético
della macchina ma anche il cémpo elettromagnetico del fa
scio. Suppcnendo la densita di questo costante con buona
approssimazione nell'intorno‘del piaﬁb'mediano la parti~
cella isolata risente una forza elastica nella zona d4i
incrocio, proporzionale alla densita dell'altro fascio.

- Poiché il tratto d!ihcrocio & breve lfinterazione puo
tradursi con una matrice di lente sottile. In definitiva
& come se l'unica particeiia vedeése una madchina’ia cul

matrice tra un'interazione e l'altra &:.

b fuagl T 0] eppRunk o g

| M
(5) | {—.
|

;Ji‘ff,{;ﬂ(_ L, - 4 deo ﬂ"' ?‘;{w] ,I.E'"{M;‘fi
o M?ﬂ" -F ..

7 - T

F-‘come ‘funzione di z & legata alla densitad di carica dal

la relazione



S :}; i; iff" cop P X
(6) . - F(z) = ”;"'f’ L e - Vet /) ?’:i /

ove a - un coefficéiente di proporzionalita dipendente da
costanti fisiche e dall'energia delle particelle.

La particella percorrerd orbite stabili finché
la matrice risultante avra traccia minore di 2. Questa
condizione si traduce in una limitazione su F ciod sul-
densita (non sul numero) di cariche accumulabili.

Affinché si abbia stabilita deve risultare:

'?” - 'l{ —
o< f<Snlt O <
(7) ool ’
e Fe L8 en<oi
IS L e i< < EF

Queste due formule mostrano la citata disconti-
‘nuita della luminosita per ﬁw-f' Poco prmma ai ¥ i1 va~
lore di F che da_l';nstablllta & pressoché zero, mentre
~immediatamente dopo esso & molto e¢cvato.

I1 fatto che le dis ﬂuagllanze (7) siano soddis
fatte, non esclude l'esistenza di orbite chiuse esterne
al fascio (vedere Append,.B); assicura pero che, essendo
l'orbita centrale stabile, verso di essa convergono ed i
vi rimangono, le particelle che, inizialmente oscillanti
intorno ad un'orbita chiusa esterna - da essa si allonta
nino per effetto dello scatterlng o delle fluttua21on1.

Consideriamo ora il caso di due fasc1 dl 1nten~
-sité confrontablle. Le partlcelle dei ‘due fasci assumee
ranno un equilibrio statistico con certe dimensioni ver—
ticali nella zona di incrocio. Per quanto gia detto ta~
1i dimensioni saranno propor21ona11 a %p«. Sia./ﬁ cheXA.
non sono determlnatl pero esc1u51vamente dalla struttura

di macchina ma anche dalla presenza dei fasc1; Cioé biso
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gna trovare i nuovi. ﬁi;ﬁ_ relativi alla nuova matrice ta

b

ra
*

1i che:
n L o | N
_.’if;:,’//x,’ ol il v’ __ /fgi,/ﬁ?ﬁ&f L WuepFama - Astam
(8) - =
f»;q,(’lz ’ o 3y
i SR B Y »u,f—-"-é (i A
ﬁr¢wﬁ. M%q@#@w . m@ - o
81 ricava con qualche passaggio:
S S ;o
A e atcen Sy - g JEF )
- (9)

e PR

Vas f-eff/f */ AT e

.81 vede dall'ultima formula perché per O < A <

7 3 . ‘s . . .
<3 e gng/gxf—€~ la luminosita supera i valori che si

avrebbero senza deformazione. Per piccoli valori di F,
e 2 trascurabile,’d'aitré parte cotg/i & positiva - da
cui A'</% , ciocé si ha un effetto di strizione;,

E' difficile valutare quantitativamente questo
effetto a priori per piu ragioni: F non & coétaﬁte per-
tutte le particellejin éuanto la dehsita}dei‘fasci non e
uniforme, la deformazione di un fascio si‘ripércuote in
un aumento medio dell'F visto dalle particelle dell'al~
tro, quindi in una deformazione dell'altro fascio e cosil
via. N -

Al crescere di F /4’ passg Tper un minimo, per
riaumentare poi, tendendo all'infinito quando F raggiun-~
ge 1 limiti.dati dalla (7), come si pud controllare soO—

'stituendo questo valore di F nella (9).

Quando le correnti dei fasci raggiungono valori

tali che i limitimdi instabilita sono superati 1le cose

mutano radicalmente., Per mostrare questo € opportuno ri~
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trovare gli sfessi‘limiti di instabilita attraverso con-
siderazioni un pd diverse.

Determiniamo le condizioni necessarie perché
sia possibile un'orbita chiusa su una o due interazioni.
In questo caso supponiamo che la matrice resti quella di
macchina e che nelia zona di interazione la particella
subisca una diécontiﬂuité angolare az'., I due modi di

calcolo sono legati ltuno all'altro dalla relazione:
(10) | Az = ~Fg

La condizione di esistenza dell'orbita chiusa

si traduce nella:

i . . F 4 b ioA, 5 "
4 ‘:\ / i’;if&jv"bt _,";:fn{“’f‘”’:,,/*ﬁa }; % / a
/ .
e / :
(11) = \ P=1 / 4-{
Lo §~ P i Ao 7 5/ { A2/
i food /a / £ [ F

“ove i1l segho piﬁ vale per l'orbita chiusa su un'intera-
zione e il meno per quella chiusa su due interazioni. La
'(11) coﬁporta‘l'annullameﬂto di un determinante del 2°
ordine, che, tramite la (10), si traduce in una limitazio
né-éulgvalore di F. Le due 1imitazioni‘Sono le ‘stesse gia
troVate‘per ltinstabilita. Pex |

L

VAR I
& possibile ltorbita chiusa dopo un'interazione e per

——

.‘:} - 4";4{‘. < fy
quella chiusa dopo due interazioni.
Lo scostamento z dell'orbita chiusa dall'asse &

determinabile tramite le seguenti relazioni
. - A S -
' Fle) == i -’g’ e o< 4
I

(12) . \ S _

)= -2 % & L T m< A
4 -...-" /’E‘H. 7 ;‘ .
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Ricordando la (6),.che, nel caso di distribuzio

ne simmetrica, pud scriversi:

e

v» - - - 2" ‘l » ‘ N _‘ . ) ».‘. .
(61%) 7"/?‘) = T//*J{(:l/‘,gt/ 5 &L JF’/’Z_.,)
essendo f7)> ¢ (z) prima dell'instabilita, data la distri

buzione gaussiana-del fascio, risulta:
“R(z) < F(c':f)

ClO vuol dire che le orblte ca1use calcolate na
scono al ‘centro del fasc;o ﬁar p01 spostar51 all'ester—
no via via che la densita aumenta. | ‘

Si possone calcolare orblte chlude su p1u dl U
na o due 1ntera21on1 e risulta che esse nascono per dene
31ta dl carlca plu basse e sono plu ample a paflta d1 ca
rlche accurmlate . ‘

Per den51ta dl carica al centro dei fasci mag-
giore di quella che corrlsponde al llmlte di 1nstabilité,
le distribuzioni deﬂbdue rasc1 assumono configurazioni
Stablll che possono essere 91m1¢1 oppure dlverse- tra i
due .casi, che si verificano a secpnaa del valere di e
non c'é@ una differenza sttanziéle;'Préndiamo in esame
"11 secondo caso nel quale un Pasc1o rlmane stretta al cen
tro e l'altro s‘allarga attorno al PTIMO‘ quello al cen~
tro rlsente poco della presenza dell! altro.

La magglor parte delle partlcelle del fasc1o al
largato percorre orbite esterne al fascio pit interno.
In queste cond1z1on1 ognuna dl queste partlcelle attra~-
versando 1a zona di 1nteraz1one subisce una'dlgcbntinui
ta angolare costante 1n valore e p031t¢va o negatlva a
'seconda che 1a partlcella passi sotto o 30pra lraltro fa

'sc1o. Sbhomatﬂzz¢amo la dlstrlbu21one di den31ta del fan
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scio stretto con unaa%&;Cosi'impostato il problema della
ricerca di orbite chiuse (vedere Appénd. B) si pud risqi
vere esattamente. Nel piano z, 2“ considerato nella zona
di incrocio ogni orbita chiusa di ordine n e rappresen=
tata da n punti, successivi punti ai passaggio di una qu
ticella che la percorra.: 1
Attorne. ad ognuno di ‘questi punti possiamo’ imma
ginare una buca; in assenza di damping e di scattering,
le particelle interne a queste buche nella loro evolu-—
zione ruotano attorpo al punto cen*rale mentre quelle e-—
‘sterne complono'tralettorle non perlodlche nella succes—
sione dei passagg¢ {sopra e sotto) %1spﬂtto all'altro fa
scio € tutte esterne alle buche. ln presonza di damping
le orbite chiuse sono egualmenLe p0351b111. L'effetto com
blnato del- damping e dello scatterlng forma attorno ai
centri delle buche dei fasc1 dl dlmen31on1 dello steéso
ordine di grandezza del fascio senza 1nteraz1one (v. fig. 3).
| ‘12 durata della permanenza delle particelle nel
'1e:buché'dipende”in modo Vidlemto dal rappofto tra 1la
grandezza'della buca e le dimensioni del faséio; |
~ Allorche 1! 1n+en51ta del fascio al centro cresce,
tutta la conflgura21one delle orbite chluse e le dlmenq1o
ni delle relative buche mutano Cecondo un'omotetla rlspet
to alW'orlqlne degll assi. AL dl sopra di una certa ine
tensita le dlmen31on1 delle bvche saranno aumentate a tal
'punto che la probablllta che una partlcella riesca a
saanciar51 da un'orblta chiusa diviene pressoche nulla.
In ‘questo’ caso la conflgurazlone definitiva viene a di-
”'pendere fortemente dalle cond1z1on1 1n121a11. Per piﬁ
;basse‘denSi 3 di corrente del faSC¢O (1nterno) 1e parti~
celle riescono a sganc1ar31 Qalle owblte chluse e spira~

lizzano al centro, magarl attwavercando altre orbite chiu



se,

Pervenendo perd al centro trovano l'instabilita
per cul sono lanciate .yiolentemente” wverso l'ester-
no e ricominciano il ciclo daccapo. Il tutto pud parago~
narsi ad una fontana ove l'acqua confluisce al centro per
essere rila ciata all'esterno. |

In queste condizioni perd la luminosita & gia
assai bassa perché la sovrapposizione dei fasci & presso
ché nulla.

Mostriamo ora perché la luminositd sia. periodi~
ca in 4 con periodicitd # anziché 27, |

Consideriamo due macchine di cui la seconda ab=-
bia Fy= 4, + T, La matrlce di macchina della seconda
macchlna puo pensarsi ottenuta da11a prlma moltlpllcata
per la matrice relativa a # che, come & noto, e la matri
ce di riflessione. 7

Immaginiamo che ad una certa interazione la con
formazione dei due fasci sia identica. Immediatamente pri
ma dell'interazione successive le due conformazioni sa-
ranno éapdvolte rispetto al piano mediano,. Cid ?eré non
ha influenza nell'lnteraz1one, che dlpende non dalla po~
'sizione assoluta dei due fasci ma da quella relatlva An
che dopo 1° interazione dunque le due conforma21on1 si ot
‘tengono 1'una dall'altra per riflessiéhé.‘deo due inte-
‘vazioni la situazione & 1qent1ca dopo tre;capdvolta e
c051’v1a° Tutto cid non ha 1n£1uen7a ovviamente ‘sulla lu
minosita.

Vogliamo infine accennare brevemente ad una pre
cisazione nell'ipotesi ‘1)‘de11'inizio.

In realtd quest'ipotesi non & vera, il fascio
non & infinitamente largo né uniforme radialmente. Tutta

via per-la validita del calcolo & necessario soltanto
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che la densita radiale dei Ffasci, punto per puntb,..non
dipenda dal tempo, e questo & senz'altro vero statistica
ménte; : |

| ~ Nel caso. pitl generale di densita radiale non u-
vhiforme; per ottenere 1a luminosita "effettiva" occorre
rebbe mediare la luminositd ottenuta per densité unifor=

me sulla distribuzione radiale di corrente:

(13) Leff =

ove-I(r{) & la corrente che si avrebbe se fosse _,fff)=
(r').

= cost = ¥

4, CONCLUSIONI

Concludendb,.i calcoli eseguiti mostrano che in
un anello dlaccumulazione la luminosita & tanto piu ele~
vata quanto pil, decrescendo, il # si avvicina a mi, es—
"sendo m un numero intero qualsiasi, Va perd ricordato che
i1 calcolo ¢ stato eseguito introducendo molte appr0531~
'ma21on1 e per di piun nell'lpote31 di macchina accelera—
trlce senza errorl. FandamentO»reale della funzione
‘L(I = cost,;&) dlfflcilmente presenterd una discontinuié.
ta4néi1‘intorno_di 5} quanto sia ampio-quest‘intérvallo
attorno a 7 di non validitd del calcolo non & Ffacile pre
vedere,

Risalta comunque ltopportunitad di cdstruire una
macchlna a funzlonl separate, nella quale sia p0531b11e

variare il A4, Cid perche anche se rlsultasse che e p0551

bile lavorare'con‘angoli‘critici‘(fkvifﬁ‘) quando i due
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fasci sono ambedue presenti, cid non & certamente pessi-
bile quando si ha un fascio solo circolante, oppure ambg
due, ma a bassa densita.

Infatti, in assenza di interazione'fiﬁﬂf © 851~
gnifica che la traccia della matrice di macchina & di PO
co inferiore a 2, che ¢ il limite di stabilita nel senso
convenzionale; piccoli errori di costruzione come & ben
noto possono portare all'instabilital, In presenza di in
terazione invece ogni particella vede una matrice non 1i
neare e un At equivalente molto diverso da F: la critici~
ta di conseguenza scompare.

E' opportuno infine prevedere déi mezzi per aus
mentare la 1uminoéité, | - | )

| Dalle formule (3) e (4)-apparefcome, a parita d4i
tutti gli altri parametri, sia le correnti da accumulato
re che la luminosita sono proporzionali alle dimensioni
verticali dei fasci in assenza di interazione. Qualsiasi
metodo che riesca ad aumentare queste dimensioni & quin~
di opportuno; tra essi possiamo ricordare 1l'incrocio ad
angolo oppure un debole accoppiamernto tra moto verticale

e radiale che trasferisca verticalmente parte delle di-

- mensioni radizli.

- Ringrazio F. Amman per la valida c¢ritica e gli
utili suggerimenti con 1 quali ha seguito costantemente
i1 progredire di- questo lavoro.

| Ringrazio inoltre C. Pellegrini, che propose i-
nizialmente questo tipo di calcolo numerico e che effica

cemente contribul alla prima stesura del programma.-



APPENDICE A

Diamo un breve cenno sul programma di calcolo in
trodotto nella 7090 IBM, sulle relazioni che legano i pa
“rametri del programma alle grandezze fisiche e su prove
. supplementari eseguite.

I parametri di interesse fisico ‘di ingresso del
programma sSong:
ALFA, BETA, MU caratterizzanti le matrici di macchine

~

- DAMP il cui quadrato & pari al determinante della matris
ce di cul sopra

X ordine delltarmonica
IE(I) proporzionali alle intensitadi corrente dei fasci

DELTA(I; inversamente proporzionale all'intervallo in.z,
- in unitad di larghezza quadratica media, di una
~gaussiana nel quale cadono le 1000 particelle
flttlZle

DILE(I) propor210nale alle masclme dlmenSLOHl iniziali
v ~del fasci

DZP pr0por21ona1e alla dlscontlnulta angolare che 31mu1a
. 1o scattering.. / . o .

- I1 calcolo si svolge nel modo seguente,’

~Partendo da condizioni iniziali determinate dai
parametri di ingresso, a tutti i 2000 vettori iniziali
(0 4000 nel caso.di X = 2),viene:applicata la matrice di
‘macchina, Successivamente viene- applicato lo scattering
calcolato perd come se fosse avvenuto.lungo tutto il trat
to tra un'interazione e un'altra.

~ Viene quindi. calcolata 1l'interazione -‘che & sche
matizzata cosl. '

Per ogni particella & calcolata la differenza
tra il numero delle particelle dell'altro fascio che le

stanno sopra, e il numero di quelle che stanno sotto, co

sl come sono le posizioni all'istante dell'interazione.
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Alla 2% componente del vettore di ogni particella & somr
mata una discontinuitd angolare proporzionale alla diffg
renza cosl calcolata e all'intensita della corrente del
1'a1tro?£ascio. L

| ”Pbi”tuttd ricomincia dall'inizio prendendoiéome
condizioni iniziali gli ultimi valori dei vettori.

' Nel caso di 22 armonica si tiene cénto che ogni
fascio interagisce alternativamehté con gli altri due .

La simulazione dello-scattering come descritto

avviene solamente nell'ultima versione del programma. Per
la maggior parte dei punti della Fig. 1 e 2 1o scatte=
frlng era appllcato nella Se21one dl 1nteraz1one, anziche
in punti a caso. Poiche tale appr0531ma21one perde ogni
valore per A —.# e stato modlflcato. I1 calcolo & stato
sempre esegulio in modo che ognl partlcella nell'lnter—
vallo tra un' 1nteraz1one e un'altra sublsse con certezza
uno scatterlng, ma un pafametro d'entrata dell'ultlma ver
51ono del programma Dermette di sostituire a questa cer-—
tezza una probab111ta 1nfer10r 2 1.'Prove di controllo
‘hanno mogtfato che 1e modlflcne relative allo écattering
non portano Va““PZWOHI appfezzablll deil “1bultat1 ottenu
ti con 1a sclematlzza21one plu sewpllce. o
| I dutﬂ di usc1ta del programma sono:

UM propor21onale al rapporto tra luminosita effettlva e
quella che si avrebbe senza deformazione -

#-(z) ridotta a uno scaloide di 100 caselle.

PROVE EFFETTUATE

Ponendo DE(I) =d e partenao da condizioni ini
z1a11 arbltrarle, pur di procedere abbastanza nel calcolo
R e stato accertato che si perv1ene 1n ognl caso a una di-

strlbu21one gau531ana delle partﬂcelle 1ungo z. con. lar—~
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ghezza quadratica media pari a:

5 P
R C £t Vioe l‘:‘:"

i hi’«;a i7p2E )
Queste prove sono state esegulte per plu Valprl di DZP e
DAMP' | . . .
-Nei“calcoii esegﬁitilper determinare L(Jbﬁ,) é

stato posto in geheret
DAMP = 1 994  DzP = 2.2°.710~% taTe che ristita:
2257 = 2,7 + 1073 in unita di'/ﬁf;
Per il valore di DAMP;indicaté_la coétante di
damping & pari a'SO interazioni;'vaiore fortemente alte~
‘rato rispetto alla realta.‘Pur tuttévia il faﬁporto tra
- la fluttuaz1one quadratlca media del numero di part1ce1~
le 10'/ e la costante di @amplng e dello Stesso ordine’di
* grandezza del rapporto reale. | | N .

' ‘Per controllare 1'1nf1uenza delle condlzlonl i-
niziali nel caso di ror+1 correnti del fasc1 perfﬁ,— 200°

‘@ stato eseguito un caso con un :asc1o 1nlzla1mente 100

o volte pin largo dell'altro. La macglor parte delle partl

“celle del fascio allargato ha splrallzzato verso il cen~
tro, ed infatti la luminosita ragglunge all'lﬂClrca 1o
stesso valore di un caso con gll ste531 valori per I e
- eseguito con cond1 1on1 1nlzla11 plh strette. Ci sono tut
tavia 10 partlcelle su 1000 che dopo c¢irca 1000 intera-
zioni (tenere presente che la costante di damping e pari
a 80 interazioni) rimangono ancorate ad un’orbita chiusa
molto esterna, E' facilmente prevedibile che per corren~
ti maggiori’quesfovfenémeho 1vent1 plu accentuato.
D'altra parte queste sono proPrlo le Condlzlonl
che si verificano 1n ‘Adone quando un fasc1o molto inten~

so0 & gia accumulato e si comincia ad 1n1ettare il fasc1o
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di particelle di segno contrario, Quasto grave inconve=

niente & eliminabile modificandd i1 4 ad iniezione gia

- avvenuta.,

Dai calcoli eseguiti = s~ orbite chiuse .risul=-

tavinfatti (vedere Append. B) che le ampiezze delle orbi~

- te chiuse pil pericolose sono crescenti in, funzione di}&

in certi. intervalli, mentre in altri intervalli intercala
ti ai. precedenti non possono esistere.

| All'estremo sinistro dell'intervallo di esisten-
za Cc'@ almeno un passaggio dell'orbita chiusa che va a ze
ro, mentre all'estremo destro tutti i passaggi vanhd allo
infinito,. 'Cid-&. vemasper 1lé orbite:c¢hiuse piit.pericolose

. . . . . . S I
per-le quali le ampiezze degli .intervalli somno circa {%(v.

App. B). Detto questo & comprensibile che se diminuiamo

il 4k da, (F+4)a (F+®) tutte le orbite di ordine su

2

risultano eliminate poiché hanno

_;attraversato-nella.variazione.di/&’almeno1un intervallo

.di . non esistenza-

In questo processo continuo le particelle che
percorrevano tali orbite chiuse vanno al centro e non
sulla ciambella poiche gli scostamenti massimi delle or—

bite chiuse dec escono col;a. Esse si-ristabiliscono sol~

tanLo se la den51td de‘l'altro fasc1o e tale da rendere

' 1nstab11e l'orblta bentrale.

La maggior partc del puntl d1 Flg. 1 sono' stati
determln?tl partcado da condlzlonl 1n1z1a11'v1c1no a quel
le a regime di un-fascio solo e calcolando da 150 a 300
interazioni e facendo la media sulle tiltime 20-30° inte—
raZioni. Le formule che - legano . le correnti e le lumino~

sitd ai parametrl del programma sono:

X FAES s

L = LSSy By Oﬂf" £ M) GF 2
fer)f vt Lo /L) " < / )

fﬁ:yd’” ;}%fﬁa" )




Ft § s e .}: L
.- Lo iy e FF0 | :
I = LoSae s, /JUAL ) LD R
= s . - £ £ ¥}
Tk [ A S am e 7 €
) A{ "’F. T . ( i f el it

qén%‘= 10*3 numero di particelle fittizie. Le gréﬂdeZze-con a
sterisco sono relative al programma.

| | ‘Il programma di calcolo alla. IBM 7090 & stato. prece
duto e‘comﬁlétafo da numerosi programmi minori introdotti nel
“la IBM 1620 dei laboratori. Cid & risultato utilissimo »:iper
chiarire molte questioni relative al programma maggiore e in-

terpretarne i risultati.

APPENDICE B . e

In questa appendice calcoliamo le orbite chiuse nel
l'approssimazioﬁe gia accennata avanti, di distribuzione a
J( ) della G(Z) di un fascio. Trascuriamo 1’1n£1uenza del dam
ping che non altera apprezzabilmente i risultati.

Per rendere pil spedita 1la notazione 1nd1cn1amo con

iz

M la matrice di macchina , con Vj =ZJ} il vettore della parti
. J ‘ ‘

cella dopo la jsSima interazione,.é{ il vettore che rappresen-—

: S . . . /7 |
ta ‘la jSima.interazione pari in ogni caso a {ﬁ,igs}ove Pj =

5
L

=E 1 ezt costante. Con questa notazione otteniamo:
Vie1 = MVG + Sjeq
Viti = MLVy + MGy e A Ay
Se vbgliamo che dopo n interazioni si abbia un'orbi

ta chiusa deve risultare: o ‘ o
(2) Vien = Vj ciod: (M ~ 1)Vj = —( 714551 + -+ Sjpq)

. Affinché un'orbita risulti poi effettivamente possi
‘bile dovra risultare: ’
LZ3Pj L 0 per interaiioni“elettrdni—positroni e

(b)

zjPj 7 O per interazioni elettroni-elettroni
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Ccid perﬁhe per particelle diverse 1l'interazio~
ne & attrattiva e per particelle eguali & repulsiva.
Assumiamo la matrice M della £orma;:

P ’
i ddf""" i,f'%k By ,v’ﬂ 1!,\

:
M

Cid significa porre ® = 0 e ciod /4 minimo o mas

R4

'simo, che e il caso di interesse per noi, p01che in Adone
inella zona di interazione si- ha,h minimo; 31gn1f1ca inol-
tre porre £-— 1. Un diverso valore dl;b comporta sempllcg

mente un cambiamento di scala.

La soluzione delle equaziori (a) conduce 'alle

. formule:
%
*‘{"J - s £ . «
= py em {A~T)a (v, Pig. 4)
i oy 7 g f AT - e L .
ZJ - ‘_/}Z - . ISR
R “'::,":’;’F‘ e -:_;f!u
(d)
. ] i ,}
° = o ; el
‘ s T ey M (AT
PAE T /’1:»_"‘_‘
J s " P
e AR ,[’ N

pus . -
che posto: Vj = Z4 % izj possono scriversi: .

‘(e): s VJ = . / -/.59‘

‘ ._Un pPYimo risultato che p0551amo dedurre da que~
ste formule e 11 diametro delle buche attorno alle orblte
chlusé' esso determina la distanza massima che una part1w
cella puo avere da quella. che percorre 1'orb;ta chiusa
per ruotargll attorno indefinitamente.

La particella 1 percorre un'orbita éhiusa. ?er

una particella 2 generica pud scriversi:
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- = 1 3 .:’:, 3
VJJQ f’l’J + .4 VJ
Dopo un'interazione sara:

Vj+1:’2 v:—.. (MVJ',1 +‘£j+j) + I’Ifﬁ\Vj = Vigq,1 + Mf_\VJ

e dopo K interazioni:
Vitx,2 = Vj+x,1 + MV
- Affinché la successione delle interazioni per

le due particelle sia fisicamente sempre la stessa ij+K,2
é-?j+K,1 devono avere sempre lo stesso segﬁb;’cibé':deve
essere: -
cioé nél'pidno'zgﬁif la particella 2 pud distare  dalla
particella 1 al massimo di una distanza pari alla minima
tra le zg 41, cloé alla miqima distanza, nei successivi
passaggi della particella'1znelléftone d'incrocio, dal
piano mediano. | |

Mettiamo ora in evidenza una proprietad che lega
le orbite chiusg'relétive a due angoli fé,ea/ﬁache diffe—
riscono dag 7. |

Sia data un'orbita relativa ad .un angolo/&,‘chig
sa sun inféréiioni. Pehéiamo ora di inserire tra ogni in
terazione e la successiva in un punto ad arbitrio della a
scissa curvilinea di macchiha”Uha“matrice‘di riflessione.
In questo caso tutto avviene Cdme se 1'angolo’/b fosse in
crementato o diminuito di 4. Sia‘i passaggi dell'orbita
_éhiusa.chelle interazioni cambiano alternativamente segno
_(PéTChé la particella passa dalla parte opposta). Di con—
‘séguenza se n & pari 1'orbita chiiusa modificata rimane
chiusa su n interazioni, se n & dispari rimane chiusa su

\
2n interaziondi.
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O Ny sy R

A== = ff = - »*?:,»;7’_!;/(2:".’,1“;

i § ; e

A==t fr = -+ TG gt A=A

/.;_,._ .,L..m," RS B P R

ff ; . &7 ---4/ ,/L!.? -},-3/1‘.._ /
- Poiche sia Z Che'pj cambiano segno, anche la

orbita chiusa per Ay /4 £ 7 & fisicamente possibile se.

tale é quella per /4,, restando automaticamente soddisfat
te le condizioni di comsistenza b).

Indichiamo ora un metodo che permette di indi
V1duare le orblte ch;use pin ampie e quindi pit pericolo

se. Rlprenulamo a tale. scopo la formula che da le orbite

chiuse:
: N N T s . I’i‘ !
Az - f i)
(e) Vs L5 T prag o2

Jd & b ;_‘ A ki ’

Poniamo ciascuno degli n vettori elXA sotto

forma della somma di n vettori ruotanti. Cioé poniamo:

per calcolare § moltiplichiamo per

4

e sommiamo su K rlsulta' _ .
: ar; : - SR mi T

é; <§m- T Ef ¢, 5 o

t
&lad PV L g



ma:
o1 /‘{ f ;.. yi's } "'—'"j _./ ~
o= i i
? {f, IR Y. j‘;“' N
& ¢

2/

poiché per Jj £ m si ha la somma di n vettori ruotanti a

risultante nulla, per cui:

.. e [/k e '{;':" }
? P

la somma a secondo membreo & una progressione geometrica

che da

s 7 25
L) ]

PR,
— Nty
G4 3 ‘/ 4g- l2d —/ . .
D ? ipas
J}'n = ¢ ) v‘i : Yy (V‘. zflg." 5)
M Sei g 5/“ “ AT )

Per A« & m{éﬁ@}un solo vettore ruotante ha im
portanza nella (f). La (e) con alcuni passaggi algebrici

diviene:

.F; w 5’7
i Fow y By sy > For G &
5": v 4{4&! 5 ‘,/‘ Faw €
& k FEY
T ove:
(9)
i, 2
"’? ’ .,?f' A
"I} ‘ 2 é‘} i}“{‘:‘ (j/{{ /;"? “""

‘:il‘;'{jrf-\ '-V/ Sg=

28a R 0 sten L (pnm )

Per due ﬁassaggi generici abbiamo :

rdd

f\':\if/fl.&”:ﬁjz f’{;p{

PAST
. Ly -

P

:‘&m-—*‘i

X {,r_‘ ((y

1R

{
f./f%.’.‘;g}“!‘??jy‘t’: P
“ 4 /e /76-1% ~

£ bss
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posto:
T t+ kX=s5+(k+t-~35) =35+ k
da cui:
K = (t = s) si ottiene:
si ottiene:
. i
j.. L e 'ﬁ;,,'!"
:éf“/ 4 .{..‘;_* .
SF o fen ZF
- L1t -2 s
- -..:- ,-75",[(” N~ =
¢ Fog
; ) o X i
srts (X H
€

ma 51a Py sia elkmﬁ” sono periodici in K con perlodo
per cul l'ultlma sommatoria pud iniziare da qualunque

lore di k' ciqé &: -
:'_;“ - Vi ) vy "i’;_.“
F & o ~L -S)ﬁ-_.‘q; o ,»’Jm 5
= £ = 7L
Lzt 47



ed infine:
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questo risultato & importantissimo perché ci dice che il
vettore rappresentativo dei passaggi successivi dell'or~
‘bita chiusa su n interazioni, indipendentenente dai valo
ri di Pj & un vettore rotante con un angolo m 2htra due
posizioni successive. Di coaseguenza la successione dei
segni dei passaggi & determinata, e per il criterio di‘
di comsistenza (b) anche gli n valori di pj che devono
coincidere coi precedenti (a meno di un segno che molti
plica tutto). Da notare perd che‘fisgato pj dalle (d)
risulta fissato zj. Se la posizione reciproca delle due
successioni di segni non & quella giusta, 1l'orbita non
& fisicamente possibile. In pratica come si vedra in se
guito risulta sempre al variare di 4 e di m.
ijj'<,o oppure:
ijj ~ 0

cioce e possibile o l'orbita per ltinterazione elettrone-
—positrone oppure quella per i?iﬁteraZiome'elettrone—e-
lettrone. ”N'“ﬂw; | |

Rimandiamo per ora 1é ricerca dei valori d%/?
che soddisfano l'una o l'altra condizione e poniamo in e

videnza due proprietd che seguono dalla+(h) e dalla (b):

1) La differenza tra numerd di paSsaggi'poSifivi’é'néQa—
tivi & la minima possibile, cioe 1 quéndb"ﬂ'é"dié§a¥
ri, nulla quando n & pari. ‘ _

2) La successione dei segnl e tale da rendere massima ‘la

lunghezza del vettore rotante:
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A ¢ fgmH
<L, e T

o &

che, per n grande, & con buona approssimazioneiéng/r.'

Dalle (g) posto-~ (/k~ m ) risulta:
.’3 o 4 {'.’ L 4
» ¥ i Ay o 7‘
(1) i) = =5 nrE o
ﬂ)‘fil.-‘r \‘I"Cf/ﬁ ”@ '7“

cioé a parita-di & nell'ordine delle approssimazioni fat
te tutte le orbite chiuse hanno la stessa ampiezza mas—
sima 1nd1pendentemente da n. |

' Questa 1nd1pendenza da n e la proprieta 2)
suggeriscono.di interpretare un'orbita chiusa come 1'ef
fetto coerente di n perturbazioni distinte ognuna delle
qua11 produce un effetto n.é volte Pil plCCOlO.”'

Inrattl p01che le equazioni (1) sono lineari

ognl orbita chiusa puo essere con51derata 1a sovrapposi-~

zione di n orbite chluse c1ascuna provocata da un solo

- termine noto.

Cid detto é ﬁtile studiare le orbite chiuse
su n intervalli di interazione provocate da una sola per
. turbazione. . L - |
Vanuna_diuéuesté érbife chiuse pud a ragione
- essere congideraté come.l'bfbita‘chiﬁsadéu‘di{una sola
interazione di una:macchina_éoh uh:/i n vlte maggiore.

-Dalle fbrmule (ﬁ)vri5ﬁlta.alloraﬁ' '

Pl i ”)k

= —— ool
25 .
Per A m=; risulta:
4z’
7 -"\c e
/‘p’).?v

formula che conferma quanto detto precedentemente.
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I1 fattore %ﬁ"che moltiplica ‘la somma nella (i)

¢ dovuta al fatto che la somma & vettoriale e non; scalae
re. h

2

. L unlca condlzlone di compatibilita fisica per
‘quest?® orblta 61v1ene (per interazione elettron1~p031tro~
ni) zp < 0 cioé: "

4;;:

cotg ArAs d 2

e 1 valorl dl Ao per 1 quali queata condlzlone e soddis—

fatLa sono:

(1) | (2K-— 1)‘7"~f<-7- | K=1, 2,...n

o n i Vegld interalli&ihtermedi.sonoupossibiii le
orbite per l'interaziome elettrohe-elettro&e, ' »

. Poiché pér unforblta chiusa provocata da per
~turbazioni 1l'effetto & coerenfe e plausibile ritenere
~che la formula. (1) valga anche in questo caso.

I rlsulfatl ded calcoll numerici - (v.'Pig;'4)
permettono di precisard meglio 1la regola che & la seguen
L Se la permutazione relativa a n interazioni
& dotata di periodicita o pseudoperiodicita.sottomulti-~
ple di n, - -ove con péeudopefiodicité intendiamO'llalter—‘
naral di un’gruppo ai segnl con un gruppo di segni oppo~
sti, allora nella-formula (l) 4 n va sostltulto il suo
sottomultiPIOwnﬁ che'édhprende la per10d1c1ta o pseudo-
periodicita e nel caso di pséﬁdoPeriodicité 11 segno del

la disuguaglianza va invertito.

Es.:

L

N+ r+H =N+ f - “5ﬁ3 7z
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I1 caso di una periodicita sottomultipla'di n
€ artificioso,.

Nel caso invece di una pseudopériodiéité pPOS~
siamo considerare l'orbita chiusa dovuta alle n perturba
zioni somma di n" orbite ognuna delle quali dowvuta a
due sole perturbazioni distanziate di n*w.. Come sopra o
gnuna di queste orbite puébessere considerata l'orbita
chiusa su due interazioni di una macchina con. un sk n*

volte maggiore. Le formule (d) danno in questo caso:
TN

s e a7 L L
25 =7/ bl -

e 11 criterio di consistenza diviene:

. o
P P »
e A RS N
da cui:
(m) (L4 wr ) oy )/A D ZXK Py

Per ciascun n al variare di /ﬁﬂ* pud varia-—
re; in tal caso la possibilita dell'es “tenza dell'orbi-
ta & determinata dalla formula (m) con 1'n™ relativo a
ciascun valore di/ﬁ.

Per 4 di poco superiore a # pesto A= Te &

{ir-n&)

risulta ¥ = ——— e dalla (i):

g A7
é‘ T .”F'/ A _,___.i}__:_.f,__.
) F(T-n€)
cioe a parita di/k.le ampiezze risultano proporzionali a
n ed in particolare quelle relative a n =1 e n = 2 so—

no le meno ampie come gia detto.
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Oltre alle orbite chiuse cosl determinate, ve ne
sono altre ove l'effetto delle n perturbazioni non & coe~
rente e quindi 1l'ampiezza minore. Un esempio & 1l'orbita
chiusa con n = 6 possibile per'180°gaﬁ,41 200¢ riporta—-
ta nella fig. | -

| Le particolaritd di quest'orbita connesse tra ig
ro sonot : : -

1) I vetthi~eikﬁ 30n0 dispoéti ﬁel piano in‘modo‘tale che
una retfa ﬁassante per il centro fué assumere delle po-
sizioni'per.lé quali 4 vettori sono da una parte e 2
dall'altra. E'_questo il caso in cui 1'apprqssimazi¢ne
di considerare un solo termine a 2° membro della fofmum
la (e) & errata.

2) Mentre le orbite chiuse pili ampie al limite superiore
dell'intervallo di poss$ibile esistenza vanno'all'éc, per
quest'ultima tutti i passaggi rimangono finiti e uno in

particolare va a O,
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